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Introdution
Nous allons montrer qu'il existe une théorie des lasses fondamentales et des lasses de
yles en ohomologie rigide. On pourrait s'appuyer sur [SGA6℄ pour déduire diretement
pour les variétés quasi-projetives l'existene des lasses de yles à partir des lasses de
Chern [17℄. Cependant, nous allons donner une onstrution direte qui a le mérite, en
plus de pouvoir traiter le as des variétés non néessairement quasi-projetives, d'être
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plus expliite. Dans le as des variétés singulières, les lasses de yles se onstruisent
naturellement dans une homologie rigide que nous dénirons. Nous vérierons alors le
théorème suivant :
Théorème . Soient k un orps, C un anneau de Cohen pour k, K le orps des frations de
C et V la atégorie des k-variétés. Le ouple ohomologie rigide - homologie rigide forme
une théorie de dualité de Poinaré au sens de Bloh-Ogus [16, 7℄. Plus préisément on a :
1. H iY,rig(X/K) est ontravariant par rapport aux arrés artésiens
Y

 //

X

Y ′

 // X ′.
2. Hrigi (X/K) est ontravariant par rapport aux immersions ouvertes et ovariant par
rapport aux morphismes propres.
3. Pour X une k-variété et Z ⊂ Y ⊂ X des sous-shémas fermés, il existe une suite
exate longue
· · · → H iZ,rig(X/K)→ H
i
Y,rig(X/K)→ H
i
Y−Z,rig(X − Z/K)→ H
i+1
Z,rig(X/K)→ · · · ,
fontorielle par rapport aux morphismes de fontorialité de 1.
4. (exision) Pour tout X, U un ouvert de X et Z un fermé de X tel que Z ⊂ U , le
morphisme H iZ,rig(X/K)→ H
i
Z,rig(U/K) est un isomorphisme.
5. Si on a le diagramme artésien suivant
X ′

 β //
g

X
f

Y ′


α
// Y
ave α et β des immersions ouvertes et f et g des morphismes propres, le diagramme
suivant est ommutatif
Hrigi (X/K)
β∗ //
f∗

Hrigi (X
′/K)
g∗

Hrigi (Y/K) α∗
// Hrigi (Y
′/K).
6. Si i : Y →֒ X est une immersion fermée et si α : X−Y →֒ X est l'immersion ouverte
omplémentaire, il existe une suite exate longue
· · · → Hrigi+1(X−Y/K)→ H
rig
i (Y/K)
i∗−→ Hrigi (X/K)
α∗
−→ Hrigi (X−Y/K)→ H
rig
i−1(Y/K)→ · · ·
qui est fontorielle par rapport aux morphismes propres.
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7. (ap-produit) Il existe un ap-produit pour tout X et tout fermé Y →֒ X :
Hrigi (X/K)⊗H
j
Y,rig(X/K)
∩
−→ Hrigi−j(Y/K).
8. (formule de projetion) Pour tout diagramme artésien
Y ′

 i′ //
f ′

X ′
f

Y


i
// X,
où i et i′ sont des immersions fermées et f et f ′ des morphismes propres, et tous
éléments x′ ∈ Hrigi (X
′/K) et x ∈ HjY,rig(X/K) on a :
f∗(x
′) ∩ x = f ′∗(x
′ ∩ f ∗(x)).
9. (lasse fondamentale) Pour tout variété irrédutible X de dimension d, il existe
une lasse fondamentale
ηX ∈ H
rig
2d (X/K),
qui est fontorielle par rapport aux immersions ouvertes.
10. (dualité de Poinaré) Si X est une k-variété irrédutible et lisse de dimension d,
et si Y →֒ X est une immersion fermée, le morphisme
H2d−iY,rig(X/K)
ηX∩ // Hrigi (Y/K)
est un isomorphisme.
11. La dualité de Poinaré est ompatible aux suites exates longues de 3.
Par la suite, nous dénirons les lasses de yles. Nous montrerons, à l'aide d'une om-
paraison ave la lasse d'un diviseur qu'elles passent à l'équivalene rationnelle au sens
[9℄.
On montrera alors que, en se limitant aux variétés quasi-projetives, les lasses de yles
dénies préédemment sont ompatibles à la théorie de l'intersetion.
On nira en énonçant des onséquenes de notre formalisme : théorème de Riemman-
Roh, formule de self-intersetion.
Cet artile est la deuxième partie - ave quelques modiations - de ma thèse de dotorat
[18℄. Je tiens a remerier P.Berthelot qui m'a enadré lors de e travail.
Notations : Dans tout et artile k désigne un orps de aratéristique p > 0. On appelle
k-variété un Spe (k)-shéma séparé de type ni. De plus, quand nous n'aurons pas à nous
ouper du orps de base, nous noterons
H iY,rig(X) (resp. H
rig
i (X)) pour H
i
Y,rig(X/K) (resp. H
rig
i (X/K)).
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1. Démonstration du théorème
Nous allons démontrer le théorème préédent. Nous ommenerons par rappeller er-
taines propriétés de la ohomologie rigide. Ensuite nous dénirons l'homologie rigide et la
lasse fondamentale. Nous démontrerons alors la formule de projetion. Toutes les autres
assertions déoulent diretement des résultats onnus sur la ohomologie rigide [6, 5, 3℄
1.1. Rappels de ohomologie rigide. SoientX une k-variété et Z un sous-shéma fermé
intègre de X . On supposera que X est équidimensionel de dimension n et que Z est de
odimension r. On notera alors d = n− r la dimension de Z.
Rappelons pour ommener deux des prinipaux résultats de ohomologie rigide. On
trouvera leurs démonstrations dans [5℄ et [6℄ respetivement.
Théorème 1.1.1 (Dualité de Poinaré). Ave les notations préédentes, il existe une ap-
pliation trae anonique H2nc,rig(X) → K qui, omposée ave la multipliation, induit des
appliations H iZ,rig(X) × H
2n−i
c,rig (Z) → K. De plus, si X est lisse, 'est un aouplement
parfait.
Théorème 1.1.2 (Pureté). Ave les notations préédentes, si on suppose que X est lisse,
on a pour tout i < 2r :
H iZ,rig(X) = 0.
De plus, la dimension sur K de l'espae H2dZ,rig(X) est égale au nombre de omposantes
irrédutibles géométriques de Z.
1.2. Homologie rigide. On se donne une k-variété X , on pose
Hrigi (X) := H
i
c,rig(X)
∨.
Supposons qu'il existe une k-variété M lisse sur k et une immersion fermée X →֒ M . En
notant N la dimension de M , on a grâe à la dualité de Poinaré (M est lisse) :
Hrigi (X)
∼
−→ H2N−iX,rig (M).
Remarque : si X est lisse de dimension n, on a Hrigi (X)
∼
−→ H2n−irig (X).
Regardons maintenant la variane de l'homologie rigide.
Proposition 1.2.1. L'homologie rigide ainsi dénie est ontravariante par rapport aux
immersions ouvertes et ovariante vis-à-vis des morphismes propres.
Démonstration : Soit f : X → Y un morphisme propre. On sait que la ohomologie à
support ompat est ontravariante. Il existe don pour tout i :
f ∗ : H ic,rig(Y )→ H
i
c,rig(X).
En prenant la transposée on obtient le morphisme de fontorialité voulu :
f∗ : H
rig
i (X)→ H
rig
i (Y ).
De plus, on sait aussi que la ohomologie rigide à support ompat est ovariante par
rapport aux immersions ouvertes. Le même raisonnement nous permet de onstruire le
morphisme de fontorialité ontravariante pour l'homologie rigide.
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✷
Nous allons énoner quelques propriétés de l'homologie rigide qui déoulent diretement
de elles de la ohomologie rigide à support.
Proposition 1.2.2. On a :
 Soit X une k-variété de dimension n ; alors
Hrigi (X) = 0 pour tout i > 2n.
 Si X est une k-variété irrédutible de dimension n, l'espae Hrig2n (X) est anonique-
ment isomorphe à K.
 Si X est une k-variété et Z →֒ X un sous-shéma fermé, on a la suite exate longue :
· · · → Hrigi+1(X − Z)→ H
rig
i (Z)→ H
rig
i (X)→ H
rig
i (X − Z)→ H
rig
i−1(Z)→ · · ·
 Soit K ′ une extension de K, d'anneau des entiers V ′ et de orps résiduels k′. On note
X ′ = X ×k k
′
le shéma obtenu par hangement de base. Il existe un isomorphisme
anonique
ϕ : Hrigi (X
′/K ′)
∼
−→ Hrigi (X/K)⊗K K
′.
En utilisant la première et la troisième assertion de la proposition on obtient :
Corollaire 1.2.3. Si X est une k-variété et si on note Xi ses omposantes irrédutibles
de dimension maximale n. On a :
Hrig2n (X) =
⊕
i
Hrig2n (Xi).
1.3. Classe fondamentale. Soit Z une k-variété intègre de dimension d, on va dénir
sa lasse fondamentale qui est un élément de Hrig2d (Z). Pour ela on regarde le morphisme
trae [5℄ :
TrZ : H
2d
c,rig(Z)→ K.
Il dénit une lasse ηZ ∈ H
rig
2d (Z). Cette lasse est fontorielle par rapport aux immersions
ouvertes ar on a pour U ouvert de Z le diagramme ommutatif suivant :
H2dc,rig(U)
TrU //

K
H2dc,rig(Z)
TrZ // K.
On a alors :
Proposition 1.3.1. Soit K ′ une extension de K, d'anneau des entiers V ′ et de orps
résiduels k′. On note X ′ = X ×k k
′
le shéma obtenu par hangement de base et
ϕ : Hrig2n (X
′/K ′)→ Hrig2n (X/K)⊗K K
′.
On a :
ϕ(ηX′) = ηX ⊗ 1.
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Démonstration : D'après la dénition de la lasse fondamentale, ette proposition se
ramène à montrer que le diagramme :
H2nc,rig(X
′/K ′)
TrX′ // K ′
H2nc,rig(X/K)
ϕ
OO
TrX
// K
OO
est ommutatif, e qui déoule de la dénition du morphisme trae. ✷
Proposition 1.3.2. Soient X et Y deux k-variétés de dimension n et m respetivement.
Le morphisme de Künneth :
Hrign+m(X ×k Y )→ H
rig
n (X)⊗H
rig
m (Y )
envoie ηX×Y sur ηX ⊗ ηY .
Démonstration : Le résultat déoule de la ompatibilité du morphisme de Künneth au
morphisme trae [5℄. ✷
1.4. Cap-produit et formule de projetion. Nous allons dénir le ap-produit et dé-
montrer la formule de projetion.
Pour toute immersion fermée Y →֒ X , nous dénissons le ap-produit noté ∩ :
Hrigi (X)⊗H
j
Y,rig(X) → H
rig
i−j(Y )
(ϕ, x) 7→ (y 7→ ϕ(x ∪ y))
où on a indentié Hrigi (X) (resp . H
rig
i−j(Y )) ave H
i
c,rig(X)
∨
(resp. H i−jc,rig(Y )
∨
) et noté ∪ le
up-produit [5, 2.2℄ :
∪ : HjY,rig,(X)⊗H
i−j
c,rig(Y )→ H
i
c,rig(X).
Ce up-produit est fontoriel par rapport aux morphismes propres : pour tout diagramme
artésien
Y ′

 i′ //
f ′

X ′
f

Y


i
// X,
où i et i′ sont des immersions fermées et f et f ′ des morphismes propres, et tous éléments
x ∈ HjY,rig(X) et y ∈ H
i−j
c,rig(Y ) on a :
f ∗(x ∪ y) = f ∗(x) ∪ f ∗(y).
On a alors
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Proposition 1.4.1 (Formule de projetion). Pour tout diagramme artésien
Y ′

 i′ //
f ′

X ′
f

Y


i
// X,
où i et i′ sont des immersions fermées et f et f ′ des morphismes propres, et tous éléments
x′ ∈ Hrigi (X
′) et x ∈ HjY,rig(X) on a :
f∗(x
′) ∩ x = f ′∗(x
′ ∩ f ∗(x)).
Démonstration : Notre égalité se tenant dans Hrigi−j(Y ) = H
i−j
c,rig(Y )
∨, il sut de montrer
que pour tout y ∈ H i−jc,rig(Y ), on a
< f∗(x
′) ∩ x, y >=< f ′∗(x
′ ∩ f ∗(x)), y >
Or par dénition du ap-produit,
< f∗(x
′) ∩ x, y >=< f∗(x
′), x ∪ y > .
De plus,
< f ′∗(x
′ ∩ f ∗(x)), y > = < x′ ∩ f ∗(x), f ∗(y) >
= < x′, f ∗(x) ∪ f ∗(y) >
= < x′, f ∗(x ∪ y) >
= < f ′∗(x
′), x ∪ y > .
✷
1.5. Le as des variétés lisses. Si on se donne X une k-variété lisse et Z un sous-
shéma fermé intègre éventuellement singulier, il est plus habituel de regarder les groupes
de ohomologie et non l'homologie. Les onstrutions préédentes se réérivent alors de la
manière suivante. On note r = n− d la odimension de Z dans X . La lasse fondamentale
de Z, enore notée ηZ , se onstruit don omme un élément de H
2r
Z,rig(X).
Dans e as, le ap-produit se réérit en utilisant
Hrigi (X)
∼
−→ H2n−irig (X) et H
rig
i−j(Z)
∼
−→ H2n−i+jZ,rig (X).
On obtient alors le up-produit lassique :
H2n−irig (X)⊗H
j
Z,rig(X)
∪
−→ H2n−i+jZ,rig (X).
L'axiome de dualité de Poinaré du théorème est alors ramené à la dualité de Poinaré
énonée dans [5℄.
Pour nir, la formule de projetion s'exprime alors :
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Proposition 1.5.1 (Formule de projetion). Pour tout diagramme artésien
Y ′

 i′ //
f ′

X ′
f

Y


i
// X,
où i et i′ sont des immersions fermées et f et f ′ des morphismes propres, et tous éléments
x′ ∈ H irig(X
′) et x ∈ HjY,rig(X) on a :
f∗(x
′) ∪ x = f ′∗(x
′ ∪ f ∗(x))
où f∗ : H
i
rig(X
′) → H irig(X) est la transposée par les aouplements de Poinaré du mor-
phisme f ∗ : H ic,rig(X
′)→ H ic,rig(X).
1.6. Remarque sur la ontravariane étale. Les axiomes habituels des théories de
dualité de Bloh-Ogus demandent une ontravariane de l'homologie par rapport aux mor-
phismes étales et pas seulement aux immersions ouvertes. De mêmes, les fontorialité des
suites exates sont requises dans le as des morphismes étales. Cependant nous n'utiliserons
dans la suite que la ontravariane par rapport aux immersions ouvertes.
2. Classes de yles
Nous allons maintenant onstruire les lasses de yles à partir de la lasse fondamentale.
2.1. Dénition. Commençons par rappeler les prinipales dénitions. Nous appelons groupe
des yles d'une k-variété X et notons Z(X) le groupe libre engendré par les sous-shémas
fermés intègres de X . On note [T ] la lasse du sous-shéma T dans Z(X). On gradue e
groupe par la dimension :
Z•(X) =
⊕
k
Zk(X),
où Zk(X) est le sous-groupe engendré par les sous-shémas fermés intègres de dimension
k.
Rappelons qu'on assoie alors à tout sous-shéma fermé Z un yle :
[Z] =
n∑
i=1
l(OZ,ti)[T
red
i ]
où les Ti sont les omposantes irrédutibles de Z et ti les points génériques de es dernières.
Rappelons aussi les morphismes de fontorialité :
 tout morphisme propre f : X → Y induit un morphisme f∗ : Z(X) → Z(Y ) déni
sur les sous-shémas fermés intègres de la manière suivante :
f∗([Z]) =
{
0 si dim f(Z) < dimZ
[k(Z) : k(f(Z))][f(Z)] si dim f(Z) = dimZ
CLASSES DE CYCLES EN COHOMOLOGIE RIGIDE 9
 tout morphisme plat f : X → Y induit un morphisme f ∗ : Z(Y ) → Z(X) déni sur
les sous-shémas fermés intègres de la manière suivante :
f ∗([Z]) = [Z ×Y X ].
Par linéarité, on dénit alors le morphisme lasse de yle :
γ : Z•(X) → H
rig
• (X)∑
ni[Ti] 7→
∑
ni(αi)∗ηTi,
où αi est le morphisme Ti →֒ X .
2.2. Propriétés des lasses de yles. Nous allons démontrer que les lasses de yles
sont fontorielles et nous regarderons l'ation du frobenius. Pour ela, nous allons devoir
nous ramener au as d'un diviseur lisse dans une variété lisse. L'ingrédient prinipal est le
lemme suivant :
Lemme 2.2.1. Soient X une k-variété et Z une sous-variété de odimension r. Il existe
une extension nie k′ de k telle que si on note X ′ et Z ′ les k′-variétés déduites de X et
Z par extension des salaires, il existe un ouvert U ′ de X ′ vériant, en notant T ′ son
omplémentaire :
 Z ′ ∩ T ′ est de odimension supérieure ou égale à r + 1 dans X ′
 Z ′U = Z
′ ∩ U ′ est lisse sur k′
 Il existe Z et X deux C ′-shémas anes et lisses et une immersion fermée i : Z →֒
X se réduisant sur iU : Z ′U →֒ U
′
où C ′ est un anneau de Cohen pour k′.
Démonstration :
D'après [EGA IV, 17.15.13℄.
✷
Proposition 2.2.2. Soient X et X ′ deux k-variétés. Si f : X → X ′ est un morphisme
propre et x ∈ Z•(X), on a
γ(f∗(x)) = f∗(γ(x)).
Démonstration :
Tout étant linéaire, on se ramène au as d'un sous-shéma fermé intègre Z. On note
Z ′ = f(Z), dimZ = d, dimX = n et dimX ′ = n′. On diérenie deux as.
 Si dimZ ′ < d, par dénition f∗(Z) = 0. On est don ramené à montrer que f∗(γ(Z)) =
0. Le morphisme f|Z : Z → Z
′
est propre, on a don le diagramme ommutatif suivant :
Hrig2d (Z)
i∗ //
(f|Z )∗

Hrig2d (X)
f∗

Hrig2d (Z
′)
i′∗
// Hrig2d (X
′).
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Or on sait que, par dénition, γ(Z) = i∗ηZ . Don on a
f∗(γ(Z)) = i
′
∗((f|Z)∗(ηZ)).
Or Hrig2d (Z
′) = 0. On a don bien :
f∗(γ(Z)) = 0.
 Si dimZ ′ = d, il sut grâe à la proposition 1.3.1 de démontrer ette égalité aprés
une extension nie des salaires. On peut don supposer, en utilisant le théorème de
pureté et le lemme 2.2.1, que f est un morphisme ni entre shémas anes et lisses.
Comme X est intègre, on sait qu'il existe un ouvert dense U de X au dessus duquel
f est plat. On note U ′ = f−1(U). Se restreindre à U revient à ter de X et X ′ des
sous-shémas fermés de odimension supérieure ou égale à 1. On peut don supposer
que f est ni et plat de degré α = [k(X ′) : k(X)]. La ompatibilité des morphismes
trae de [5, 2.3 et 1.4℄ se généralise aux morphismes nis et plats. On déduit alors de
[6, 3.6℄ le diagramme ommutatif suivant :
K
×α // K
Hrig2d (X
′)
f∗
//
TrX′
OO
Hrig2d (X).
TrX
OO ,
e qui implique la proposition.
✷
On regarde F : X → X le morphisme de Frobenius absolu. Il induit
Φ : Hrigi (X)→ H
rig
i (X).
On a alors
Proposition 2.2.3. Soit Z une sous-variété de odimension r dans X. On a
Φ(γ(Z)) = prγ(Z).
Démonstration : On peut par linéarité se ramener au as d'un sous shéma fermé
intègre Z. Si on note n la dimension de X . On va montrer la propriété pour la lasse
fondamentale ηZ ∈ H
rig
2(n−r)(Z).
De plus, grâe à la proposition 1.3.1, on peut utiliser le lemme 2.2.1 pour se ramener au
as d'un sous-shéma lisse dans une variété lisse. Dans e as, ηZ se onstruit naturellement
omme élément de H2rZ,rig(X). On peut, de plus, supposer que l'immersion fermée Z →֒ X
est la bre spéiale d'une immersion fermé de C-shéma Z →֒ X dénie par r setions
globales sur X .
Lemme 2.2.4. Ave les notations préédentes, on note
GrigZ/X : H
0
rig(Z)→ H
2r
Z,rig(X)
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le morphisme de Gysin [5℄. On a alors
ηZ = G
rig
Z/X(1).
Démonstration : ela déoule diretement de la ompatibilité entre le morphisme de
Gysin et l'aouplement de dualité. ✷
Dans e as, le théorème 2.4 de [8℄, nous dit que l'on a le diagramme ommutatif suivant :
H0Z,rig(X)
GZ/X //
prΦ

H2rZ,rig(X)
Φ

H0Z,rig(X)
GZ/X // H2rZ,rig(X).
Notre proposition en déoule.
✷
3. Compatibilité à l'équivalene rationnelle
Nous allons montrer que les lasses de yles dénies i-dessus, sont ompatibles à l'équiv-
alene rationnelle. Pour e faire, nous aurons besoin de la trivialité de la lasse d'un diviseur
prinipal (prinipal triviality dans [7, 16℄).
3.1. Classe d'un diviseur. Nous allons rappeler les dénitions et résultats prinipaux
sur les diviseurs. On trouvera un exposé plus préis sur le sujet dans [14, II.6℄ et [EGA IV,
21℄.
Soit X une k-variété, on note M le faiseau assoié au préfaiseau F qui est déni sur
tout ouvert ane U = Spe (A) de X par :
F (U) := S−1A
où S est le système multipliatif des éléments f ∈ A tel que pour tout x ∈ U , f est non
diviseur de zéro dans l'anneau loal OU,x. Le faiseau M , qui peut être déni sur tout
shéma, est la généralisation du orps des fontions sur un shéma intègre.
Dénition 3.1.1. Ave les notations préédentes, on appelle diviseur de Cartier une se-
tion globale du faiseau quotient M ∗/O∗. De plus, un diviseur de Cartier sera dit prinipal
s'il appartient à l'image de l'appliation
Γ(X,M ∗)→ Γ(X,M ∗/O∗).
Un diviseur de Cartier peut don être représenté par un reouvrement {Ui} de X et la
donnée pour tout i de fontions méromorphes fi ∈ Γ(Ui,M ∗), telles que pour tout ouple
i, j, on ait
fi
fj
∈ Γ(Ui ∩ Uj ,O
∗
X).
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On assoie à tout diviseur de Cartier D un faiseau inversible L (D) en prenant le
sous-faiseau de M engendré par f−1i sur Ui.
Dénition 3.1.2. Un diviseur de Cartier D sur X sera dit eetif s'il peut être représenté
par la donnée {(Ui, fi)} où les Ui sont des ouverts qui reouvrent X et fi ∈ Γ(Ui,OX). Dans
e as on lui assoie un sous-shéma de odimension 1, Y (D) qui est le sous-shéma déni
par le faiseau d'idéaux I (D) loalement engendré par fi.
Soit D un diviseur de Cartier sur X , on notera |D| le support de D 'est à dire le
sous-shéma fermé des points x ∈ X tel que Dx 6= 0.
Si X est une variété lisse, le groupe des diviseurs de Cartier est isomorphe au groupe des
diviseurs de Weil et les diviseurs de Cartier eetifs orrespondent aux diviseurs de Weil
eetifs. Nous noterons [D] le diviseur de Weil assoié au diviseur de Cartier D.
On onsidère maintenant X une k-variété lisse et D un diviseur ; on regardera L (D) le
faiseau inversible qui lui est anoniquement assoié. On sait lui assoier sa première lasse
de Chern [17℄.
Si on note U le omplémentaire de D dans X , on voit que l'image par l'appliation
anonique
H2rig(X)→ H
2
rig(U)
de la première lasse de Chern c1(L (D)) est nulle ar L (D) est trivialisé sur U .
Notre but est de relever la première lasse de Chern de L (D) en un élément c1,D dans
le groupe de ohomologie rigide à support H2|D|,rig(X). Nous appelerons et élément lasse
du diviseur D.
Notre diviseur de Cartier, s'érit de manière unique
D = D+ −D−
ave D+ et D− des diviseurs eetifs dont les supports ne ontiennent pas de omposantes
ommunes. Cette dernière ondition nous assure que
H2|D|,rig(X)
∼
−→ H2|D+|,rig(X)⊕H
2
|D−|,rig(X).
On posera alors
c1,D = c1,D+ − c1,D−.
On est don ramené au as des diviseurs eetifs.
Rappelons pour ommener la onstrution de la ohomologie rigide [6, 5℄. Soient X une
variété et Z un sous-shéma fermé. On hoisit une ompatiation X de X et on suppose
qu'il existe une immersion fermée de X dans un C-shéma formel Y lisse au voisinage de
X . On note U = X − Z, jX →֒ X , jU : U →֒ X et I l'idéal de OY dénissant X. En
notant j†X et j
†
U , les fonteurs dénis dans [6, 1.2℄, les groupes de ohomologie à support se
alulent de la manière suivante :
H iZ,rig(X) := H
i(]X [, (j†XΩ
⋆
]X[ → j
†
UΩ
⋆
]X[)s).
Dans la formule i-dessus, (j†XΩ
⋆
]X[ → j
†
UΩ
⋆
]X[)s désigne le omplexe simple assoié au om-
plexe double où le terme de bidegrée (0, 0) est j†XO]X[. La diérentielle d : j
†
XΩ
i
]X[⊕j
†
UΩ
i−1
]X[ →
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j†XΩ
i+1
]X[ ⊕ j
†
UΩ
i
]X[ est donnée par (
dX 0
u −dU
)
,
où u est la restrition et d : j†XΩ
i−1
]X[ → j
†
XΩ
i
]X[ (resp. dU : j
†
UΩ
i−1
]X[ → j
†
UΩ
i
]X[ ) est obtenue
en appliquant le fonteur j†X (resp. j
†
U ) à dX .
On va maintenant étudier en premier lieu le as des variétés propres. On ramènera alors
le as général à un énoné d'indépendane de prolongements.
Soient X une variété propre intègre mais non néessairement lisse et D un diviseur
de Cartier eetif. On note jU : U = X − |D| →֒ X.
On va mener une onstrution similaire à [17, 2.1℄.
On se donne un représentant de D : {(Xi), hi} et un plongement de X dans un C-shéma
formel Y lisse au voisinage deX déni par un idéal I . On sait qu'il existe un reouvrement
ni ane U = (Yi)i∈I de Y dont la restrition à X est un ranement du reouvrement
(Xi). On peut don supposer que Xi = Yi ∩X.
On note Yi = Spf (Ai) les ouverts du reouvrements U et Xi = Spe (Ai) les ouverts
induits sur X . On notera de plus Ui l'ouvert D(hi) de Xi. Le faiseau L (D) est trivialisé
sur e reouvrement. Par dénition, le oyle
uij =
hi
hj
est un représentant de L (D). On se donne alors un relèvement h˜i ∈ Ai de hi et un
relèvement u˜ij de uij dans Aij. On a dans Aij :
h˜j .u˜ij = h˜i + αij(3.A)
ave αij ∈ Γ(Uij ,I ). On regarde h˜i et u˜ij omme des fontions analytiques sur ]Xi[ et
]Xij [ respetivement.
Il existe alors (lemme 2.1.2 de [17℄) un voisinage strit Vij de ]Uij [ dans ]Xij[ sur lequel la
fontion h˜i est inversible. De plus on peut supposer que pour tout x ∈ Vij on a, en posant
µij = αij/h˜i :
|µij(x)| < 1.
On peut alors regarder l'équation 3.A omme une égalité de fontions analytiques sur
Vij. On peut érire notre équation sous la forme :
h˜j.u˜ij = h˜i.(1 + µij).
Par suite, on sait [17℄ que u˜ij est inversible. On dénit
c1,D ∈ C
2(UK , (Ω
⋆
]X[ → j
†
UΩ
⋆
]X[)s) = C
2(UK ,O]X[)⊕C
1(UK ,Ω
1
]X[⊕j
†
UO]X[)⊕C
0(UK ,Ω
2
]X[⊕j
†
UΩ
1
]X[)
en posant :
(c1,D)ijk := − log(u˜iju˜
−1
ik u˜jk) ∈ C
2(UK ,O]X[),
(c1,D)ij :=
du˜ij
u˜ij
+ log(1 + µij) ∈ C
1(UK ,Ω
1
]X[ ⊕ j
†
UO]X[)
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et
(c1,D)i := −
dh˜i
h˜i
∈ C0(UK ,Ω
2
]X[ ⊕ j
†
UΩ
1
]X[).
Ave ette dénition, il est immédiat en reprenant les aluls de [17, 2℄ de vérier que
l'on onstruit bien une lasse ne dépendant pas de nos hoix.
Proposition 3.1.3. Soient f : X ′ → X un morphisme de variétés propres intègres et D
un diviseur de Cartier eetif sur X tel que f ∗(D) existe, alors :
f ∗c1,D = c1,f∗D.
Démonstration : Il sut de reprendre la onstrution préédente pour vérier qu'elle
est fontorielle. ✷
On va maintenant revenir au as général. SoitX une variété lisse mais non nééssairement
propre. On peut, en travaillant omposante par omposante supposer que X est intègre.
Lemme 3.1.4. Ave les notations préédentes, il existe une ompatiation X →֒ X et
un diviseur de Cartier eetif D sur X dont la restrition à X est D.
Démonstration : Il existe une ompatiation X →֒ X, où X est intègre et X−X est
un diviseur [17, 4.1.1℄. On onsidère alors |D| l'adhérene shématique de |D| dans X. On
élate |D| dans X. On voit alors que la variété obtenue, X
′
est enore propre et que l'image
inverse de X −X est un diviseur. L'image inverse de |D| est alors un diviseur de Cartier
noté D. De plus, si on restreint l'élatement préédent à X , on ne modie rien puisqu'on
élate un diviseur de Cartier. On peut don hoisir X
′
et D. ✷
A partir de là on veut dénir, omme pour les lasses de Chern, la lasse d'un diviseur
par
c1,D = j
∗c1,D,
où j : X →֒ X .
Proposition 3.1.5. Soient X une variété propre et intègre, X un ouvert et D1, D2 deux
diviseurs de Cartier eetifs tels que
(D1)|X = (D2)|X = D,
alors on a dans H2|D|,rig(X) :
j∗c1,D1 = j
∗c1,D2,
où j : X →֒ X.
Démonstration : La démonstration est similaire à elle du théorème 4.2.1 de [17℄.
Nous allons nous ontenter de mettre en avant les diérenes. Nous reprendrons les mêmes
notations. On se donne un plongement de X dans un C-shéma formel Y lisse aux points
de X . On hoisit un reouvrement ane ni U = (Yi)i∈I dont la restrition à X trivialise
les deux diviseurs de Cartier. On note h1i (resp. h
2
i ) l'équation loale dénissant D1 (resp.
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D2) dans Xi. Par hypothèses, on sait qu'il existe pour tout i ∈ I, un élément θi ∈ (Ai)
∗
fi
tel que l'on ait dans (Ai)
∗
fi
:
h2i = h
1
i .θi.
Cette notation est ohérente ave elle de [17℄.
En proédant omme préédemment : on multiplie par des puissanes de fi puis on
relève, on obtient l'existene de k ∈ N et κi ∈ Ii tels que
fki h˜
2
i = h˜
1
i .α˜i + κi,(3.B)
où α˜i est un relèvement de α := θi.f
k
i . On note U le omplémentaire de D dans X et Ui
l'intersetion de U ave Yi. On se restreint alors à des voisinages strits Vi de ]Ui[ dans
]X i[. On peut don supposer que h˜
1
i et h˜
2
i sont inversibles. La restrition de l'équation 3.B
à e voisinage strit peut don s'érire :
h˜2i = h˜
1
i .θ˜i
(
1 +
κi
fki
(h˜1i .θ˜i)
−1
)
,
où on a posé θ˜i = α˜i/f
k
i . On montre que, quitte à se restreindre à des voisinages strits Vi
de ]Ui[, pour tout x ∈ Vi : ∣∣∣∣ κifki (h˜1i .θ˜i)−1(x)
∣∣∣∣ < 1.
On pose alors
ωi := − log(1 +
κi
fki
(h˜1i .θ˜i)
−1) ∈ C0(UK , j
†
UO]X[).
On note
ζi :=
dθ˜i
θ˜i
+ ωi ∈ C
0(UK , j
†
XΩ
1
]X[
⊕ j†UO]X[),
et
ζij ∈ C
1(UK , j
†O]X[),
l'élément déni dans la démonstration du théorème 4.2.1 de [17℄. ζi et ζij dénissent un
élément
ζ ∈ C1(UK , (j
†
XΩ
⋆
]X[
→ j†UΩ
⋆
]X[
)s).
On a
j∗c1,D1 − j
∗c1,D2 = ∆(ζ).
✷
On a don assoié à tout diviseur de Cartier D sur X une lasse
c1,D ∈ H
2
|D|,rig(X)
Proposition 3.1.6. Soient f : X ′ → X un morphisme de variétés lisses et D un diviseur
de Cartier sur X tel que f ∗(D) existe, alors :
f ∗c1,D = c1,f∗D.
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3.2. Trivialité de la lasse d'un diviseur prinipal. On se donne une variété lisse X
de dimension n et D un diviseur sur X . Soit [D] =
∑
niZi le diviseur de Weil assoié. On
peut dénir la lasse fondamentale de [D] par linéarité :
η[D] :=
∑
niηZi ∈
⊕
H2Zi,rig(X) = H
2
|D|,rig(X).
Nous allons omparer la lasse de fondamentale η[D] ave la lasse c1,D du diviseur D.
Nous allons avoir besoin d'espaes analytiques. Nous allons don reprendre la dénition
[4, 0.3℄
Nous allons dénir la struture analytique pour les variétés anes, le as général s'ob-
tenant par reollement.
Soit Y une K-variété ane. On pose Y = Spe (A) et on se donne une présentation
A = K[T1, . . . , Tq]/(f1, . . . fr).
On pose alors T
(m)
i = π
mTi, f
(m)
j = fj(π
−mT
(m)
1 , . . . , π
−mT
(m)
q ) et
Âm := K{T
(m)
1 , . . . , T
(m)
q }/(f
(m)
1 , . . . , f
(m)
r ).
On note Y f l'ensemble des points fermés de Y et Ym = {x ∈ Y
f ||Ti(x)| 6 |π|
−m}.
On a alors une bijetion Spm (Âm) → Ym qui munit e dernier d'une struture d'espae
analytique. On utilise pour nir que Y f = ∪mXm pour munir Y
f
d'une struture d'espae
analytique. Cette struture ne dépend ni du hoix de π ni de elui de la présentation. On
notera Y an la variété analytique ainsi dénie.
Remarque : il faut faire attention que si la struture de variété analytique ainsi dénie
ne dépend pas du hoix de la présentation les ouverts Ym eux en dépendent.
Il existe aussi un fonteur faiseau analytique :
Mod(Y ) → Mod(Y an)
F 7→ F an
oùMod(Y ) (resp.Mod(Y an)) désigne la atégorie des faiseaux en OY (resp. OY an) modules
sur Y (resp. Y an). On peut dérire e fonteur de la manière suivante. Pour tout ouvert U
de Y , Uan est un ouvert de Y an et on a :
F an(Uan) = F (U)⊗OY (U) OY an(U
an).
Proposition 3.2.1. Le fonteur faiseau analytique assoié est exat.
Démonstration : Cela déoule du fait que OY an est plat sur OY .
✷
On va démontrer alors :
Proposition 3.2.2. SoientX une variété lisse et D un diviseur sur X. On a dansH2|D|,rig(X),
l'égalité :
η[D] = c1,D.
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Démonstration : Par linéarité, on peut supposer que D est le diviseur assoié à un
sous-shéma fermé intègre Z. De plus la lasse fondamentale et la lasse d'un diviseur
étant ompatible à l'extension des salaires, il nous sut de démontrer ette égalité aprés
une extension nie du orps de base.
On peut don utilise le lemme 2.2.1. Soit U un ouvert vériant les hypothèses du lemme,
on a :
c1,D = c1,DU et η[D] = η[DU ]
via l'isomorphisme :
H2|D|,rig(X)
∼
−→ H2|DU |,rig(U).
On peut don supposer que Z et X sont anes et lisses et qu'il existe deux C-shémas Z
et X anes et lisses ainsi qu'une immersion fermée de Z dans X telle que l'on obtienne
l'inlusion de Z dans X en passant aux bres spéiales. Quitte à loaliser enore, on peut
de plus supposer qu'il existe t ∈ Γ(X ,OX ) tel que Z = V (t). On note respetivement
ZK et XK les bres génériques de Z et X .
On sait alors grâe au lemme 2.2.4 que la lasse fondamentale est l'image de 1 par le
morphisme de Gysin. On va exprimer expliitement le morphisme de Gysin algébrique de
l'immersion Z →֒ X . On sait d'après [2, VI.3℄ qu'il existe un morphisme de Gysin en
ohomologie de De Rham :
GZ /X : Ω
•
Z → Ω
•
X [2].
On note alors H 1
Z
(Ω•
X
) le omplexe :
0→ H 1Z (OX )→ H
1
Z (Ω
1
X )→ · · · → H
1
Z (Ω
i
X )→ . . .
où H 1
Z
désigne le premier groupe de ohomologie à support dans Z . Le morphisme de
Gysin se fatorise alors :
GZ /X : Ω
•
Z → H
1
Z (Ω
•
X )[1]→ Ω
•
X [2].
Nous allons expliiter e morphisme en tant que morphisme de omplexes.
Pour tout faiseau de OX -modules F plat sur OX , on a la résolution M (F ) suivante
[12, 2.2.2℄ :
F → M 0(F ) = i∗(i
∗F )→ M 1(F ) = H 1Z F(3.C)
où i : X −Z →֒ X est l'immersion ouverte anonique.
Le morphisme de Gysin peut alors être vu omme le morphisme de omplexes suivant :
Ω•Z
a
−→ H 1Z (OX )⊗ Ω
•
X [1]
b
−→ M (Ω•X )[2] ∼←−Ω
•
X [2].
Le morphisme a s'expliite de la manière suivante. Pour tout ouvert W , tout α et tout
ω ∈ Γ(W,Ωα
Z
) on pose :
a(ω) =
ω˜
t
∧ dt ∈ Γ(W,H 1Z (OX )⊗ Ω
α+1
X
) ⊂ Γ(W,M (Ω•X )
α+2).
où ω˜ est un relèvement de ω dans Γ(W,Ωα
X
).
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On onsidère le morphisme induit sur la bre générique. On passe ensuite aux variétés
analytiques assoiées. On obtient alors le morphisme dans la atégorie des omplexes de
faiseaux en K-vetoriels sur XanK :
GanZK/XK : Ω
•
ZanK
→ H 1ZK(OXK)
an ⊗ Ω•XanK [1]→ M (Ω
•
XanK
)[2]
où la résolution M est obtenue en appliquant le fonteur exat faiseau analytique assoié
à 3.C.
On se donne maintenant (X , j) une ompatiation de X sur C et on note Z l'ad-
hérene shématique de Z dans X . On note alors X (resp. Z), XK (resp. ZK) et X̂ (resp.
Ẑ ) la bre spéiale, la bre générique et le omplété formel de X (resp. Z ). Comme X
et Z sont propres sur C on a :
X̂ K = X
an
K et Ẑ K = Z
an
K .
Le morphisme de Gysin rigide est obtenu en appliquant le fonteur Γ†
]Z[
j† [6, 5.4℄ à
GanZK/XK .
On obtient un morphisme de omplexes de faiseaux de K-vetoriels sur X
an
K
Γ†
]Z[
j†Ω•
Z
an
K
→ Γ†
]Z[
j†(H 1
ZK
(OXK )
an ⊗ Ω•
X
an
K
[1])→ Γ†
]Z[
j†(M (Ω•
X
an
K
)[2]).
Or, les fonteurs j† et Γ†
]Z[
sont exats, don Γ†
]Z[
j†(M (Ω•
X
an
K
)) est quasi-isomorphe à
Γ†
]Z[
j†(Ω•
X
an
K
).
On onsidère pour nir ζ ∈ C0(U,Γ†
]Z[
j†M 0Ω1XanK ) ⊂ C
1(U,Γ†
]Z[
j†M •Ω•XanK ) déni par :
ζi =
dti
ti
.
Un alul montre que, si on note d et d′ les dérivations du biomplexe héritées respe-
tivement de la dérivation de C• et de M •, on a :
dζ = c1,Z et d
′ζ = GrigZ/X(1) = ηZ .
✷
Corollaire 3.2.3. Soit i : |D| →֒ X un diviseur prinipal lisse dans une variété lisse. On
a
i∗η[D] = 0.
Démonstration : On a
i∗η[D] = i∗c1,D = c1(L (D)).
Or D est prinipal don L (D) est trivialisable sur X . ✷
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3.3. Passage à l'équivalene rationnelle. Nous allons ommener par rappeler la déf-
inition et les propriétés de l'homologie de Chow qui se trouvent dans [10, 9℄.
Un yle z ∈ Z•(X) est dit rationnellement équivalent à zéro [9℄, s'il existe un morphisme
propre π : Y → X et un diviseur de Cartier prinipal D sur Y tel que
z = π∗([D]).
Les yles rationnellement équivalents à zéro forment un sous-groupe gradué de Z•(X)
et le groupe quotient est appelé homologie de Chow et noté A•(X).
Proposition 3.3.1. Les morphismes de fontorialité i-dessus passent au quotient par
l'équivalene rationnelle. Préisément, tout morphisme propre f : X → Y dénit un
morphisme f∗ : A•(X) → A•(Y ) et tout morphisme plat f : X → Y un morphisme
f ∗ : A•(Y )→ A•(X).
Proposition 3.3.2. Soient X une k-variété et z ∈ Z(X) un yle rationnellement équiv-
alent à zéro. On a
γ(z) = 0.
Avant de donner la démonstration de la propriété, énonçons un orollaire.
Corollaire 3.3.3. Soit X une k-variété, l'appliation lasse de yle passe au quotient par
l'équivalene rationnelle et dénit de la sorte :
γ : A•(X)→ H
rig
• (X).
Démonstration : Il sut de montrer que, si on se donne sur X un diviseur de Cartier
prinipal D, on a γ([D]) = 0. Là enore grae à la ompatibilité des lasses de yles aux
extensions nies du orps de base, nous allons pouvoir utiliser des tehniques d'exisions.
Commençons par montrer que l'on peut supposer que X est normale. En eet soit
π : X ′ → X la normalisation de X . On sait [9, 1.5℄ que :
π∗[π
∗D] = [D].
Don d'après e qui préède,
γ([D]) = π∗γ([π
∗D]).
De plus, π∗D est aussi prinipal.
On suppose don X normale de dimension n. On sait alors qu'il existe T un sous-shéma
fermé de odimension supérieure ou égale à deux tel que U = X −T et Z = [D]∩U soient
lisses. On a le diagramme ommutatif :
Z
i //
β

U
α

[D]
j
// X.
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Les axiomes des théories de Poinaré et la nullité de la lasse d'un diviseur prinipal donnent
α∗γ([D]) = α∗j∗η[D]
= i∗β
∗η[D]
= i∗ηZ
= 0.
Maintenant en utilisant la suite exate longue :
· · ·Hrig2n−2(T )→ H
rig
2n−2(X)
α∗
−→ Hrig2n−2(U)→ · · ·
et sahant que Hrig2n−2(T ) = 0, on voit que α
∗ : Hrig2n−2(X)→ H
rig
2n−2(U) est injetive don
γ([D]) = 0.
✷
Proposition 3.3.4. Soient j : U →֒ X une immersion ouverte et x ∈ A•(X). On a :
γUj
∗(x) = j∗γX(x).
4. Intersetion de yles
Nous allons voir que les lasses de yles dénies préédemment sont ompatibles à
l'intersetion. Nous allons dans un premier temps nous limiter au as où la variété ambiante
est lisse avant de traiter le as général.
4.1. Classes de yles sur les variétés lisses. Soit X une variété lisse de dimension n.
On se donne deux sous-shémas fermés intègres Y et Z de odimension r et s respetive-
ment. Rappelons que l'on dit que Y et Z s'intersetent proprement si toutes les omposantes
de Y ∩ Z sont de odimension r + s dans X . On peut alors dénir le yle d'intersetion
[10℄ Y.Z qui est un yle dont le support est Y ∩ Z.
La variété X étant lisse, les lasses fondamentales de Y et Z se onstruisent respetive-
ment dans les groupes H2rY,rig(X) et H
2s
Z,rig(X).
Proposition 4.1.1. Ave les notations préédentes, si Y et Z s'intersetent proprement
on a dans H
2(r+s)
Y ∩Z,rig(X) :
ηY ∪ ηZ = ηY.Z .
Démonstration : Par rédution à la diagonale [11, II.4.2.19℄, on peut supposer que Y
est lisse. A partir de là, l'immersion Y →֒ X étant régulière, on se réduit lassiquement
par une réurrene au as où Y est de odimension 1.
Enonçons maintenant un lemme :
Lemme 4.1.2. Soient f : X ′ → X un morphisme de variétés intègres ave X lisse et n′
la dimension de X ′. Pour tout diviseur de Cartier D sur X tel que f(X ′) * |D| on a dans
Hrig2n′−2(X
′) :
ηX′ ∩ f
∗c1,D = η[f∗D].
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Démonstration : Elle est identique à elle du lemme analogue de [13, 7.7.2℄. ✷
On applique le lemme au morphisme f : Z →֒ X , en prenant Y omme diviseur de
Cartier. On a alors :
ηZ ∩ f
∗c1,Y = η[Y.Z].
Il ne reste plus qu'à utiliser la formule de projetion pour onlure. ✷
SiX est lisse, le groupe d'homologie de Chow est isomorphe à l'anneau de Chow lassique.
On notera alors aussi
γ : A•X → H•rig(X).
Proposition 4.1.3. Si X est une variété quasi-projetive, le morphisme γ est un mor-
phisme d'anneaux.
Démonstration : Cet énoné déoule de la proposition i-dessus. En eet si on se donne
deux yles dans X , la variété X étant quasi-projetive, le moving lemma dit que l'on peut
trouver des yles rationnellements équivalents se oupant proprement. ✷
On sait de plus que pour tout morphisme f : X ′ → X entre deux variétés lisses quasi-
projetives, il existe un morphisme de fontorialité f ∗ : A•(X) → A•(X ′) déni de la
manière suivante. Pour tout yle Z de X ′ on hoisit un yle Z ′ rationnellement équivalent
à Z tel que p−1Z ′ s'intersete proprement ave Γf où p : X ×X
′ → X est la projetion et
Γf le graphe de f . En notant p
′ : X ×X ′ → X ′ l'autre projetion, on pose
f ∗(Z) = p′∗(Γf .p
−1(Z ′)).
Proposition 4.1.4. Soit f : X ′ → X un morphisme entre deux variétés lisses quasi-
projetives. On a pour tout z ∈ A•(X) :
f ∗γX(z) = γX′f
∗z,
où γX et γX′ désignent les appliations lasses de yles.
Démonstration : On suppose d'abord que f est plat. On peut supposer que z est
la lasse d'un sous-shéma fermé. Par exision on peut de plus supposer que Z est lisse.
On se ramène alors par une reurrene au as de odimension 1. Ce dernier déoule des
propositions 3.1.6 et 3.2.2.
Pour f quelonque, on peut aussi supposer que z est la lasse d'un sous-shéma fermé.
On a alors :
f ∗γX(Z) = Γ
∗
fp
∗γX(Z)
= Γ∗fγX′×X(p
∗Z)
= p′∗(Γf )∗Γ
∗
fγX′×X(p
∗Z)
= p′∗(γX′×X(Γf).γX′×X(p
∗Z))
= γX′(p
′
∗(Γf .p
∗Z))
= γX′(f
∗Z).
✷
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4.2. Cas général. On va ommener par rappeler la dénition de l'anneau de ohomologie
de Chow pour une variété éventuellement singulière [9℄. Soit X une variété, on note C (X)
la atégorie dont les objets sont les morphismes f : X → Y où Y est une variété lisse.
On notera (Y, f) un tel objet. Un morphisme de (Y, f) dans (Y ′, f ′) est la donné d'une
appliation g : Y → Y ′ telle que f ′ = g ◦ f. On pose alors
A•X = lim
−→
C(X)
A•Y.
On peut alors onstruire γ : A•X → H•rig(X). En eet soit (Y, f) un objet de C (X), on
a
A•Y
γ
−→ H•rig(Y )
f∗
−→ H•rig(X).
La proposition 4.1.4 nous montre alors que es èhes dénissent bien le morphisme voulu.
4.3. Cap-produit et lasses de yles. Il existe un aouplement entre l'homologie et
la ohomologie de Chow [9, 3.1℄ :
ApX ⊗A
qX
∩
−→ Ap−qX.
Il est déni de la manière suivante : pour tout x ∈ ApX et y ∈ A
qX , on hoisit f : X → Y
ave Y lisse et y˜ ∈ AqY pour représenter y. Alors on pose
x ∩ y = x •f y˜,
où x •f y˜ est l'intersetion dénie dans [19, 7℄. On aura pris soin de hoisir des yles
s'intersetant proprement.
On a alors :
Proposition 4.3.1. Soient X une variété, x ∈ ApX et y ∈ A
qX. On a
γ(x ∩ y) = γ(x) ∩ γ(y).
Démonstration : On hoisit un repésentant de y, à savoir un morphisme f : X → Y
où Y est une variété lisse et un yle y dans Aq(Y ). On doit montrer que
γX(x •f y) = γX(x) ∩ f
∗γY (y).(4.A)
On peut don se restreindre par linéarité au as où x et y sont représentés par des sous-
hémas fermés intègres ZX et ZY . On se donne de plus, une immersion fermée de X dans
une variété lisse V . On a don le diagramme ommutatif suivant :
X
f

π
##G
G
G
G
G
G
G
G
G
Y Y × V.p
oo
En utilisant la proposition 4.1.4, l'égalité (4.A) se ramène a :
γX(ZX •π p
∗(ZY )) = γX(ZX) ∩ π
∗γY×V (p
∗ZY ).
Cette dernière égalité est une onséquene de la proposition 4.1.1.
✷
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5. Appliations
Nous allons maintenant exhiber quelques onséquenes du formalisme exposé préédem-
ment
5.1. Théorème de Riemann-Roh. Pour ommener, nous allons rappeler la dénition
du polynme de Chern et du polynme de Todd [SGA6, 15℄. On se plae dans Q[[Ti]]i∈N des
séries formelles à nombre dénombrable de variables. On note Ci les fontions symétriques
des variables. Le polynme de Chern est déni par :
ch(Ci) =
∑
i∈N
exp(Ti),
où exp x =
∑∞
i=0 x
n/n!. De même le polynme de Todd est déni par :
td(Ci) =
∏
i∈N
Ti
1− exp(−Ti)
.
Soient X une k-variété et E un faiseau loalement libre de rang r sur X . On dénit le
polynme de Chern et la lasse de Todd de E par
ch(E ) := ch(c1(E ), . . . , cr(E ), 0, . . . ) et td(E ) := td(c1(E ), . . . , cr(E ), 0, . . . ).
Si X est lisse, on appelle lasse de Todd de X et on note Td(X) la lasse de Todd du
bré tangent.
On peut maintenant énoné un théorème de Riemman-Roh en ohomologie rigide.
Théorème 5.1.1. Il existe une transformation naturelle τ : K0 → H
rig
• de fonteurs
ovariants de la atégorie des k-variétés quasi-projetives ave des morphismes propres
dans la atégorie des groupes abéliens vériant :
1. Pour tout X, le diagramme
K0X ⊗K0X
⊗ //
ch⊗τ

K0X
τ

H•rig(X/K)⊗H
rig
• (X/K)
∩ // Hrig• (X/K)
est ommutatif.
2. Si X est une k-variété lisse,
τ(OX) = Td(X).
3. Si j : U → X est une immersion ouverte de k-variétés, le diagramme
K0X
τ //
j∗

Hrig• (X/K)
j∗

K0U
τ // Hrig• (U/K)
est ommutatif.
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Démonstration : Le théorème de Riemman-Roh à valeur dans l'homologie de Chow à
oeient rationnels A•(X)Q [1, II℄, nous donne l'existene de τA : K0 → (A•)Q vériant
les trois hypothèses. On pose alors
τ = γ ◦ τA.
Maintenant, on note cA la théorie des lasses de Chern à valeurs dans A
•(X)Q [SGA6℄.
L'uniité des lasses de Chern à valeurs dans la ohomologie rigide nous donne
γ ◦ cuniv = crig.
On a alors pour tout X et tout E faiseau loalement libre sur X ,
ch(E ) = γ(chA(E )) et td(E ) = γ(tdA(E )),
où chA et tdA désignent respetivement le aratère de Chern et la lasse de Todd alulés
en utilisant cA. Le diagramme ommutatif suivant :
K0X ⊗K0X
ch⊗τ
**
chA⊗τA //
⊗

A•(X)Q ⊗ A•(X)Q
∩

γ⊗γ // H•rig(X/K)⊗H
rig
• (X/K)
∩

K0(X)
τA //
τ
55
A•(X)
γ // Hrig• (X/K)
où le arré de droite est ommutatif par 4.3.1 nous donne la proposition 1.
Pour la proposition 2, on a :
τ(OX) = γ(TdA(X) ∩ [X ])
= Td(X) ∩ ηX
= Td(X).
En eet sur X lisse, ηX est l'unité de l'anneau de ohomologie.
La proposition 3 déoule de la proposition 3.3.4.
✷
Corollaire 5.1.2. Soit f : X → Y un morphisme propre entre deux k-variétés lisses
quasi-projetives. On a pour tout E dans K0X :
f∗(ch(E ).Td(X)) = ch(f∗(E )).Td(Y ).
5.2. Formule de self-intersetion. Soit X une k-variété lisse et Y un sous shéma fermé
lisse de odimension d. On note J l'idéal de Y dans X et N = J /J 2.
Théorème 5.2.1. Pour tout y ∈ H∗rig(Y ) on a :
i∗i∗(y) = y.cd(Nˇ ).
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Démonstration : On va ommener par un lemme onernant la ohomologie rigide d'un
élaté sahant que e thème sera repris plus préisément plus tard. Fixons les notations.
On onsidère f : X ′ → X l'élaté de X le long de Y . On a alors le diagramme artésien
suivant.
Y ′
j //
g

X ′
f

Y
i
// X
Lemme 5.2.2. En notant :
f ∗ : H∗Y,rig(X)→ H
∗
Y ′,rig(X
′)
et :
f∗ : H
∗
Y ′,rig(X
′)→ H∗Y,rig(X)
on a l'égalité suivante :
f∗ ◦ f
∗ = Id.
De plus f∗ est de degré 0.
Démonstration : Pour tout x ∈ H∗Y,rig(X) on a :
f∗ ◦ f
∗(x) = f∗(1.f
∗(x))
= f∗(1).x
On est don ramené à montrer que f∗(1) = 1. Il sut de voir que 'est vrai sur l'ouvert
X − Y , e qui est évident ar f induit un isomorphisme de X ′ − Y ′ sur X − Y . ✷
Ce lemme étant démontré la démonstration est similiaire à [SGA5, p 301℄.
Remarque : pour les variétés quasi-projetives, la formule de self-intersetion peut aussi
se déduire de la formule dans les groupes de Chow.
5.3. Cohomologie d'un élaté. On garde les notations préédentes. Pour tout n ∈ N
on onsidère l'appliation :
ψn : H
n
rig(X)⊕H
n−2
rig (Y
′)→ Hnrig(X
′)⊕Hn−2drig (Y )
(resp.ψY,n : H
n
Y,rig(X)⊕H
n−2
rig (Y
′)→ HnY ′,rig(X
′)⊕Hn−2drig (Y ))
dénie par :
ψn =
(
f ∗ j∗
0 g∗
)
.
Proposition 5.3.1. Ave les notations i-dessus ψn (resp. ψY,n) est un isomorphisme.
Démonstration : Nous allons démontrer que ψY,n est un isomorphisme en exhibant un
inverse. Pour ommener on rappelle un lemme de [SGA5℄ dont la démonstration se reopie
dans notre as.
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Lemme 5.3.2. On note F le OY ′-module déni par :
0→ F → g∗(N )→ OY ′(1)→ 0.
Alors pour tout n > 0 et tout y ∈ Hnrig(Y ) on a :
f ∗(i∗(y)) = j∗(g
∗(y)cd−1(Fˇ )).
On pose alors :
γ = j−1∗ ◦ (f
∗ ◦ f∗ − Id).
Le lemme préédent nous permet d'armer que si on pose
µn =
(
f∗ −i∗
−γ cd−1(F )g∗
)
alors on a :
µn ◦ ψY,n = Id.
On a don démontré que pour tout n, ψY,n est un isomorphisme.
Passons maintenant à ψn. En remarquant que la ohomologie de X − Y est la même
que elle de X ′ − Y ′, les suites exates longues d'exisions nous donnent le diagramme
ommutatif suivant :
Hn−1rig (X − Y )
∼ //

Hn−1rig (X
′ − Y ′)

HnY,rig(X)⊕H
n−2
Y ′,rig(X
′)
∼
ψY,n
//

HnY ′,rig(X
′)⊕Hn−2dY,rig (X)

Hnrig(X)⊕H
n−2
rig (X
′)
ψn
//

Hnrig(X
′)⊕Hn−2drig (X)

Hnrig(X − Y )
∼ //

Hnrig(X
′ − Y ′)

Hn+1Y,rig(X)⊕H
n+1−2
Y ′,rig (X
′)
∼
ψY,n+1
// Hn+1Y ′,rig(X
′)⊕Hn+1−2dY,rig (X).
Le lemme des inq nous donne alors la bijetivité de ψn.
✷
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